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Àííîòàöèÿ
àññìîòðåíû ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ òîíêîñòåííûõ êðèâîëèíåéíûõ òðóá ïîä äåé-
ñòâèåì ïóëüñèðóþùåãî âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ. Ïðè ïîìîùè ïîëóáåçìîìåíòíîé òåîðèè
àíèçîòðîïíûõ ñëîèñòûõ îáîëî÷åê è óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ïîñòðîåíà ñâÿçàííàÿ ñèñòåìà
îäíîðîäíûõ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýèöèåíòàìè æåñòêî-
ñòè. Âûïîëíåí ðàñ÷åò ñîáñòâåííûõ îðì è ÷àñòîò êîëåáàíèé. åçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêî-
ãî ðåøåíèÿ ñîïîñòàâëåíû ñ äàííûìè ðàñ÷åòà ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ è ýêñïåðèìåíòà. Ìåòîäîì
ìàëîãî ïàðàìåòðà îïðåäåëåíû ãðàíèöû îáëàñòåé ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ. Èññëå-
äîâàíî ðàñïîëîæåíèå ðåçîíàíñíûõ ïîëîñ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãëàâíûì ïðîñòûì è êîìáè-
íàöèîííûì ïàðàìåòðè÷åñêèì ðåçîíàíñàì, â çàâèñèìîñòè îò ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé
äàâëåíèÿ, ñòðóêòóðíûõ, ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ è äåìïèðîâàíèÿ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, êðèâîëèíåéíàÿ òðóáà, ìíîãîñëîé-
íûé àðìèðîâàííûé ïëàñòèê, ñîáñòâåííûå îðìû è ÷àñòîòû, äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü,
ïàðàìåòðè÷åñêèå ðåçîíàíñû.
Ââåäåíèå
Îäíèì èç èñòî÷íèêîâ óïðóãèõ êîëåáàíèé òðóá è òðóáîïðîâîäîâ ÿâëÿþòñÿ ïóëü-
ñàöèè äàâëåíèÿ ðàáî÷åé ñðåäû. Ïîä äåéñòâèåì ïóëüñèðóþùåãî äàâëåíèÿ òðóáà
ñîâåðøàåò îáû÷íûå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ðàñòÿæåíèåì-ñæàòèåì
ñòåíêè (òðóáà ¾äûøèò¿). Â îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû êîëå-
áàíèé ñòàíîâÿòñÿ äèíàìè÷åñêè íåóñòîé÷èâûìè, â ñèñòåìå ðàçâèâàåòñÿ ïàðàìåòðè-
÷åñêèé ðåçîíàíñ.
Â îòëè÷èå îò ìåòàëëîâ, òðóáû èç àðìèðîâàííûõ ïëàñòèêîâ áîëåå ïîäàòëèâû
(äåîðìàòèâíû), îáëàäàþò áîëåå øèðîêèì ñïåêòðîì èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ
ñâîéñòâ ñ ÿðêî âûðàæåííîé àíèçîòðîïèåé. Ýòè îñîáåííîñòè ìàòåðèàëà îáóñëîâ-
ëèâàþò ðÿä õàðàêòåðíûõ îñîáåííîñòåé âçàèìîäåéñòâèÿ òðóáû ñ âíóòðåííèì ïîòî-
êîì, äåëàþò ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ áîëåå ¾ñèëüíûì¿. Â ÷àñòíîñòè, çà ñ÷åò áîëü-
øåé ïîäàòëèâîñòè ñòåíêè óæå â îòíîñèòåëüíî êîðîòêèõ òðóáàõ ïðè äîñòàòî÷íî
ïðîäîëæèòåëüíîì (â òðàäèöèîííîì ïðåäñòàâëåíèè) âðåìåíè âîçìóùåíèÿ ðàçâèâà-
þòñÿ âîëíîâûå ãèäðîóïðóãèå ïðîöåññû è ñ íèìè ïðèõîäèòñÿ ñ÷èòàòüñÿ.
Èçâåñòåí ðÿä ðàáîò ïî èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè îñåñèììåòðè÷íûõ îðì êî-
ëåáàíèé ïðÿìîëèíåéíûõ òðóá êàê òîíêîñòåííûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê (ñì.,
íàïðèìåð, [13℄). Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé êðè-
âîëèíåéíûõ òðóá êàê òîíêîñòåííûõ òîðîîáðàçíûõ îáîëî÷åê ÿâëÿåòñÿ âîçíèêíîâå-
íèå, íàðÿäó ñ ïðîñòûìè ðåçîíàíñàìè, êîìáèíàöèîííûõ ðåçîíàíñîâ ïî ñìåøàííûì
îðìàì [4℄.
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èñ. 1. àñ÷åòíàÿ ñõåìà
1. àñ÷åòíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü
àññìîòðèì êðèâîëèíåéíóþ òðóáó (ðèñ. 1), îñåâàÿ ëèíèÿ êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé äóãó îêðóæíîñòè ðàäèóñà R äëèíîé L ñ öåíòðàëüíûì óãëîì Φ0 . Òðóáà
èìååò êðóãëîå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ñî ñðåäíèì ðàäèóñîì r , òîëùèíîé ñòåíêè h .
Îãðàíè÷èìñÿ òðóáàìè ìàëîé êðèâèçíû (r/R 6 1/5) .
Ñòåíêà òðóáû îáðàçîâàíà ïåðåêðåñòíîé ñïèðàëüíîé íàìîòêîé äâóõ ñèììåòðè÷-
íûõ ñèñòåì âîëîêîí èëè àðìèðîâàííîé ëåíòû íà îïðàâêó. Âîëîêíà óêëàäûâàþò-
ñÿ ïî òðàåêòîðèÿì ñ ïîñòîÿííûìè óãëàìè àðìèðîâàíèÿ ±ϕ . Ñëîè ðàñïîëàãàþòñÿ
ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. Êðàÿ òðóá çàêðûòû
àáñîëþòíî æåñòêèìè íåâåñîìûìè çàãëóøêàìè.
Èñïîëüçóåì ïðàâûå îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Êîîðäèíàòû α , β ñâÿ-
çûâàåì ñ îñÿìè óïðóãîé ñèììåòðèè ìîíîñëîÿ: îñè α è β îðèåíòèðóåì âäîëü è
ïîïåðåê âîëîêîí ñîîòâåòñòâåííî. Êîîðäèíàòû 1, 2 ñîâìåùàåì ñ ëèíèÿìè ãëàâíîé
êðèâèçíû ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè, êîîðäèíàòû y, z  ñ ïëîñêîñòüþ ïî-
ïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.
Òðóáà íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì ìîíîãàðìîíè÷åñêîãî âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ
p(t) = pm + p∗(t) = pm(1 + ψ cosΩt), (1)
ãäå pm  ïîñòîÿííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ äàâëåíèÿ, ψ = p0/pm ≪ 1  ïàðàìåòð ïóëüñà-
öèé, p0 è Ω  àìïëèòóäà è êðóãîâàÿ ÷àñòîòà, t  âðåìÿ.
Ôîðìó âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùóþ äèíàìè÷åñêîé ïîòåðå óñòîé-
÷èâîñòè, ñâÿçûâàåì ñ èçãèáíûìè äåîðìàöèÿìè ñòåíêè è àïïðîêñèìèðóåì óíê-
öèÿìè âèäà:
w(s, θ, t) =
∞∑
n=1
[w˜1n(s, t) cosnθ + w˜2n(s, t) sinnθ] ;
v(s, θ, t) = −
∞∑
n=1
1
n
(w˜1n(s, t) sinnθ − w˜2n(s, t) cosnθ) ;
w˜m1(s, t) = wm1
(
1− cos pis
L
)
; w˜mn(s, t) = wmn cos
pis
L
.
(2)
Çäåñü v è w  ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè â îêðóæíîì è ðàäè-
àëüíîì íàïðàâëåíèÿõ; s è θ  îñåâàÿ è îêðóæíàÿ êîîðäèíàòû; wmn = wmn(t) 
îáîáùåííûå êîîðäèíàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòåðæíåâûì (m = 1, 2 è n = 1)
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è îáîëî÷å÷íûì (m = 1, 2 è n = 2, 3, . . .) îðìàì. Èíäåêñ m = 1 ñîîòâåòñòâóåò
äâèæåíèÿì â ïëîñêîñòè òðóáû, èíäåêñ m = 2  ïî íîðìàëè ê ïëîñêîñòè.
Íóëåâàÿ ãàðìîíèêà ñîîòâåòñòâóåò îñåñèììåòðè÷íîé îðìå äâèæåíèÿ, ñâÿçàí-
íîé ñ ðàñòÿæåíèåì-ñæàòèåì ñòåíêè. Êàê ïðàâèëî, ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû äëÿ îñå-
ñèììåòðè÷íûõ îðì äâèæåíèÿ çíà÷èòåëüíî âûøå, ÷åì äëÿ íåñèììåòðè÷íûõ. Ïî-
ýòîìó ïðè âûâîäå ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé ñîñòàâëÿþùåé n = 0 ïðåíåáðåãàåì.
Äâèæåíèå îòñ÷èòûâàåì îò íåäåîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïðè ýòîì ñòåðæíåâàÿ
(áàëî÷íàÿ) îðìà îòðàæàåò ïåðåìåùåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ äâèæåíèÿìè ïîïåðå÷íîãî
ñå÷åíèÿ òðóáû êàê æåñòêîãî öåëîãî. Îáîëî÷å÷íûå îðìû  ïåðåìåùåíèÿ, ñâÿçàí-
íûå ñ èçãèáíûìè äåîðìàöèÿìè îáîëî÷êè. àññìàòðèâàþòñÿ n = 2, 3, . . . âîëí â
îêðóæíîì è îäíà ïîëóâîëíà â îñåâîì íàïðàâëåíèÿõ.
Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè
Ëàãðàíæà âèäà:
d
dt
(
∂K
∂w˙mn
)
+
∂Λ
∂wmn
+
∂(Π +W −K)
∂wmn
= Qmn(t). (3)
Çäåñü Qmn(t)  îáîáùåííûå âíåøíèå ñèëû, îòíåñåííûå ê îáîáùåííûì êîîðäèíàòàì
wmn(t) .
Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
K =
1
2
ρrh
L/2∫
−L/2
2pi∫
0
(
v˙2 + w˙2
)
ds dθ =
=
1
8
mTL
[(
6pi − 16
pi
)(
w˙211 + w˙
2
22
)
+
∞∑
n=2
(
n2 + 1
n2
)(
w˙21n + w˙
2
2n
)]
, (4)
ãäå mT = 2piρhr  ìàññà åäèíèöû äëèíû òðóáû, ρ  ïëîòíîñòü.
Â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè ðàññåÿíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè èñïîëüçóåì äèññè-
ïàòèâíóþ óíêöèþ ýëåÿ
Λ =
1
2
br
L/2∫
−L/2
2pi∫
0
(
v˙2 + w˙2
)
ds dθ =
=
1
4
pibrL
[(
6pi − 16
pi
)(
w˙211 + w˙
2
22
)
+
∞∑
n=2
(
n2 + 1
n2
)(
w˙21n + w˙
2
2n
)]
, (5)
ãäå b  êîýèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ.
Óïðóãèé ïîòåíöèàë, ïîñòðîåííûé íà îñíîâå ïîëóáåçìîìåíòíîé òåîðèè àíèçî-
òðîïíûõ ñëîèñòûõ îáîëî÷åê, èìååò âèä
Π =
1
2
r
L/2∫
−L/2
2pi∫
0
(
B1ε
2
1 +D2κ
2
2
)
ds dθ =
piB1
4
rL ×
×
[
pi4r2
L4
(
w211 + w
2
21
)− 2pi2r
L2
(g11w11 + g21w21) +
∞∑
n=1
(
g21n + g
2
2n
)]
+
+
piD2L
4r3
∞∑
n=1
(
n2 − 1)2 (w21n + w22n) ; (6)
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g1n =
n− 2
n− 1
w1n−1
2R
+
n+ 2
n+ 1
w1n+1
2R
; g2n =
n− 2
n− 1
w2n−1
2R
+
n+ 2
n+ 1
w2n+1
2R
.
Çäåñü ε1 è κ2  ëèíåéíàÿ äåîðìàöèÿ è èçìåíåíèå êðèâèçíû ñòåíêè â îñåâîì
è îêðóæíîì íàïðàâëåíèÿõ; B1 =
E1h
1− ν12ν21 è D2 =
E2h
3
12(1− ν12ν21)  æåñòêîñòè
ñòåíêè íà ðàñòÿæåíèå-ñæàòèå â îñåâîì íàïðàâëåíèè è íà èçãèá â îêðóæíîì ñî-
îòâåòñòâåííî; E1 , E2 è ν12 , ν21  ìîäóëè óïðóãîñòè è êîýèöèåíòû Ïóàññîíà
ìíîãîñëîéíîãî ïàêåòà êàê îðòîòðîïíîãî òåëà [57℄.
Äëÿ òðóáû ïîä äàâëåíèåì ïîòåíöèàë êîíñåðâàòèâíûõ âíåøíèõ ñèë èìååò âèä
W =
1
2
pm∆V =
1
4
pipmL
∞∑
n=1
(
n2 − 1) (w21n + w22n) . (7)
Âèðòóàëüíàÿ ðàáîòà íåêîíñåðâàòèâíûõ âíåøíèõ ñèë íà âîçìîæíûõ ïåðåìåùå-
íèÿõ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî îðìóëå
∂U = p∗(t)δ(∆V ) =
1
2
pip∗(t)L
∞∑
n=1
(
n2 − 1) (w1nδw1n + w2nδw2n) . (8)
Çäåñü ∆V = r
L/2∫
−L/2
2pi∫
0
[
w − v
2r
(
dw
dθ
− v
)]
ds dθ  èçìåíåíèå îáúåìà âíóòðåííåé
ïîëîñòè â ðåçóëüòàòå èçãèáà ñòåíêè òðóáû [8, 9℄, δ  çíàê èçîõðîííîé âàðèàöèè.
Êîýèöèåíòû ïðè âàðèàöèÿõ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò îïðåäåëÿþò îáîáùåííûå
ñèëû Qmn(t) .
Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (3) âûðàæåíèÿ (4)(7) è äèåðåíöèðóÿ, ñ
ó÷åòîì (8) ïîëó÷èì äâå íåçàâèñèìûå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýèöèåíòàìè æåñòêîñòè âèäà:
[A]{w¨}+ 2ε[B]{w˙}+ α˜([C]− 2µ[F ] cosΩt){w} = 0, (9)
êîòîðûå îïèñûâàþò ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ òðóáû êàê â ïëîñêîñòè åå êðèâèç-
íû, òàê è ïî íîðìàëè ê ïëîñêîñòè. Çäåñü α˜ =
6piD2
mT r3
 ìíîæèòåëü, µ =
1
2
p˜0 
êîýèöèåíò ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ, p˜0 =
p0r
3
3D2
 ïàðàìåòð ïóëüñàöèé
äàâëåíèÿ, ε =
pibr
mT
 êîýèöèåíò äèññèïàöèè. Ýëåìåíòû ìàòðèö [A] , [B] , [C] è
[F ] îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûìè îðìóëàìè:
a11 = b11 =
6pi − 16
pi
; ann = bnn =
n2 + 1
n2
; c11 =
4
ζλ2
η2;
c12 = − 3
ζλ2
η; cn n+2 =
1
ζλ2
(n− 1)(n+ 3)
n(n+ 2)
; fnn = n
2 − 1;
cnn =
1
ζλ2
[(
n+ 1
n
)2
+
(
n− 1
n
)2]
+
1
3
(n2 − 1)(n2 − 1 + 3p˜m), n = 2, 3, . . . .
(10)
Çäåñü ζ =
E2
E1
, η =
pi2rR
L2
, λ =
Rh
r2
, p˜m =
pmr
3
3D2
 áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû.
Ñèñòåìà îäíîðîäíûõ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (9) îïèñûâàåò ïàðàìåòðè-
÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñâÿçàííîé îáîëî÷å÷íî-ñòåðæíåâîé ñèñòåìû. Èñòî÷íèêîì ïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ ñëóæèò ïåðèîäè÷åñêîå èçìåíåíèå îáúåìà âíóòðåííåé
170 À.Â. ÊÎÎÒÊÎÂ, Þ.À. ÊÓËÈÊÎÂ
ïîëîñòè. Äàâëåíèå ¾ðàáîòàåò¿ íå íà îñíîâíûõ (îñåñèììåòðè÷íûõ), à íà äîïîëíè-
òåëüíûõ ïåðåìåùåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ èçãèáíûìè äåîðìàöèÿìè îáîëî÷êè.
Âçàèìîäåéñòâèå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò wn(t) îïðåäåëÿåòñÿ óïðóãèìè ñâÿçÿìè.
Èíòåíñèâíîñòü ñâÿçåé õàðàêòåðèçóåòñÿ íåäèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû
[C] . Âçàèìîäåéñòâèå êîîðäèíàò w1(t) è w2(t) , ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåðæíåâîé è îáî-
ëî÷å÷íîé îðìàì, çàâèñèò îò äëèíû òðóáû L è ïàðàìåòðà êðèâèçíû r/R . ×åì
êîðî÷å òðóáà è áîëüøå ïàðàìåòð êðèâèçíû, òåì ñèëüíåå âçàèìíûå ñâÿçè. Âçàèìî-
äåéñòâèå êîîðäèíàò wn(t) (n = 2, 3, . . .) , ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîëî÷å÷íûì îðìàì,
çàâèñèò îò ïàðàìåòðà òðóáû λ è âîëíîâîãî ÷èñëà n . ×åì áîëüøå ïàðàìåòð λ è
÷èñëî n , òåì ñëàáåå ýòè ñâÿçè. Ïðè÷åì ÷åòíûå (n = 2, 4, 6, . . .) è íå÷åòíûå (n =
= 3, 5, 7, . . .) ãàðìîíèêè âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì ðàçäåëüíî.
Ïðè 1/R → 0 ìàòðèöà [C] ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Â ýòîì ñëó÷àå
ñâÿçàííàÿ ñèñòåìà äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (9) ðàñïàäàåòñÿ, èç íåå âûäåëÿ-
åòñÿ ñèñòåìà íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé Ìàòüå:
w¨n + 2εw˙n + ω
2
n(1− 2µn cosΩt)wn = 0, (n = 2, 3, . . .), (11)
ãäå
ω2n =
2piD2n
2(n2 − 1)(n2 − 1 + 3p˜m)
mT r3(n2 + 1)
, µn =
3p˜0
2(n2 − 1 + 3p˜m) . (12)
Óðàâíåíèÿ (11) îïèñûâàþò ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ òîíêîñòåííîé öèëèíäðè-
÷åñêîé îáîëî÷êè (êîëüöà) è ñîâïàäàþò ñ ñîäåðæàùèìèñÿ â [2, 3℄. Ïðè ωn = 0
ïîëó÷èì:
pkp = pm =
(n2 − 1)D2
r3
. (13)
Ôîðìóëà (13) îïðåäåëÿåò êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ íàðóæíîãî äàâëåíèÿ, ïðè êîòîðîì
öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà òåðÿåò ñòàòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü [8℄.
Ïðè wn(t) = 0 (n = 2, 3, . . .) èç óðàâíåíèé (9) âûäåëÿåòñÿ îäíîðîäíîå äèå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé êîíñîëè äëèíîé L/2 :
w¨1 + 2εw˙1 + ω
2
1w1 = 0. (14)
Ïðè ýòîì
ω1 =
14.66
L2
√
E1Iz
mT (1− ν12ν21) . (15)
Çäåñü Iz ≈ pir3h  îñåâîé ìîìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Ïðè ν12 = 0 èëè
ν21 = 0 ðàñõîæäåíèå ω1 ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì [2℄ ñîñòàâëÿåò 4.2%.
Â óñëîâèÿõ íîìèíàëüíîãî ðåæèìà ðàññìàòðèâàåì òðóáó êàê ïàðàìåòðè÷åñêè
âîçáóæäàåìóþ ñèñòåìó ñ ìàëîé ãëóáèíîé ìîäóëÿöèè ïàðàìåòðà µ è ñëàáûì äåìï-
èðîâàíèåì. Àíàëèç äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè îãðàíè÷èâàåì îáëàñòüþ íèçøèõ
ñîáñòâåííûõ îðì è ÷àñòîò. Ñ÷èòàåì, ÷òî îðìû ïîòåðè äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷è-
âîñòè ñîâïàäàþò ñ îðìàìè ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé òðóáû êàê êîíñåðâàòèâíîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû [5, 6℄. Äëÿ ðàñ÷åòà ãðàíèö îáëàñòåé ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîç-
áóæäåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà [1, 2℄.
åäóöèðîâàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (9), çàïèñàííàÿ â ãëàâíûõ êîîðäèíàòàõ,
ïðèìåò âèä:
{w¨}+ 2ε[B∗]{w˙}+ [C∗](1 − 2µ[F ∗] cosΩt){w} = 0. (16)
Çäåñü
[B∗] = [Φ]−1[A]−1[B][Φ] ≡ [I];
[C∗] = α˜[Φ]−1[A]−1[C][Φ] ≡ diag(ω2j );
[F ∗] = α˜[C∗]−1[Φ]−1[A]−1[F ][Φ],
(17)
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ãäå [Φ] = [ϕ1 ϕ2 . . . ϕk]  ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ ïî ñòîëáöàì èç k íèçøèõ ñîáñòâåí-
íûõ îðì; ωj  ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà (j = 1, 2, . . . , k) ; [I]  åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
àññåÿíèå ýíåðãèè ó÷èòûâàåì ïðè ïîìîùè ìîäàëüíûõ êîýèöèåíòîâ εj =
= ξωj , ãäå ξ = δ/(2pi)  îòíîñèòåëüíîå äåìïèðîâàíèå, δ  ëîãàðèìè÷åñêèé
äåêðåìåíò êîëåáàíèé, εj  êîýèöèåíò äåìïèðîâàíèÿ j -é ñîáñòâåííîé îðìû.
ðàíèöû îáëàñòåé äèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿþòñÿ îðìóëàìè
ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Äëÿ ãëàâíûõ ïðîñòûõ ðåçîíàíñîâ ω = 2ωj :
ω ≈ 2ωj
(
1± 1
2
√
µ2f∗2jj − 4ε2j
)
, (18)
ãäå f∗jj  äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû [F
∗] .
Íàëè÷èå óïðóãèõ âçàèìíûõ ñâÿçåé îáóñëîâëèâàåò êîìáèíàöèîííûå ðåçîíàíñû
ïî ñìåøàííûì îðìàì. Äëÿ ãëàâíûõ êîìáèíàöèîííûõ ðåçîíàíñîâ ñóììàðíîãî òè-
ïà ãðàíè÷íûå ÷àñòîòû
ω ≈ ωi + ωj ± εiωi + εjωj
2
√
εiεj
√
µ2f∗ijf
∗
ji − 4εiεj , i, j = 1, 2, . . . , k. (19)
Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé òî÷íîñòü îðìóë (18) è (19) äîñòàòî÷íà âïëîòü äî
çíà÷åíèé µ = 1/2 [1℄.
2. Îöåíêà òî÷íîñòè ìîäåëè
Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ÌÊÝ è âîñüìèóç-
ëîâûì èçîïàðàìåòðè÷åñêèì ÊÝ Àõìàäà, òàê íàçûâàåìûì ¾âûðîæäåííûì¿ ýëåìåí-
òîì îáîëî÷êè [10, 11℄. Îáîëî÷êà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå âûðîæäåííîãî òðåõìåðíîãî
òåëà.
Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ òðóáû êàê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòå-
ïåíåé ñâîáîäû îïèñûâàþòñÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìîé äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
âèäà:
[A]{q¨}+ [C]{q} = 0, (20)
ãäå {q} è {q¨}  âåêòîðû îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è óñêîðåíèé, [A] è [C]  ñèììåò-
ðè÷íûå è ëåíòî÷íûå ìàòðèöû ìàññ è æåñòêîñòè ñîîòâåòñòâåííî.
àñ÷åò k íèçøèõ ñîáñòâåííûõ îðì è ÷àñòîò ñâîäèòñÿ ê îáîáùåííîé ïðîáëå-
ìå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä èòåðàöèé
ïîäïðîñòðàíñòâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.
àññìîòðèì ìíîãîñëîéíóþ ïðÿìîëèíåéíóþ òðóáó ñî ñâîáîäíûìè êðîìêàìè.
Òðóáà èçãîòîâëåíà èç îðòîãîíàëüíî àðìèðîâàííîãî ñòåêëîïëàñòèêà (ϕ = 0/90◦) .
Ïàðàìåòðû òðóáû: L = 212 ìì, r = 83.5 ìì, h = 1.371 ìì. ×èñëî ñëîåâ 
øåñòü. Õàðàêòåðèñòèêè óïðóãîñòè ñòåíêè çàìåðåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî [12℄: E1 =
= 18.274 Ïà, E2 = 18.187 Ïà, G12 = 2.93 Ïà, ν12 = 0.21 . Ïëîòíîñòü ìàòåðèà-
ëà ρ = 1662.03 êã/ì3 .
Â òàáë. 1 ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ÌÊÝ ñîïîñòàâëåíû ñ äàííûìè ýêñïåðèìåíòà è
ðåøåíèÿ [12℄, âûïîëíåííîãî ìåòîäîì åëåÿ èòöà.
Ïàðàìåòðû m è n õàðàêòåðèçóþò îðìó êîëåáàíèé: m  ÷èñëî ïîëóâîëí â
îñåâîì íàïðàâëåíèè, n  ÷èñëî âîëí â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè. àñ÷åòû âûïîë-
íåíû íà ðåãóëÿðíûõ ñåòêàõ M × N : 4 × 8 , 5 × 12 , 7 × 16 , 9 × 20 , 10 × 24 , ãäå
M è N  ÷èñëî ÊÝ â îñåâîì è îêðóæíîì íàïðàâëåíèÿõ. Â çíàìåíàòåëå óêàçàíà
ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà îòíîñèòåëüíî ýêñïåðèìåíòà.
Àíàëèç òàáëèöû ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè ðàçìåðîâ ñåòêè èìååò ìå-
ñòî õîðîøåå ñîâïàäåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ
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Òàáë. 1
Ôîðìà Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû, ö
êîëå- Ýêñïå- àñ÷åò àñ÷åò ÌÊÝ
áàíèé ðèìåíò [12℄ ïðè ñåòêå M ×N
m n [12℄ 4× 8 5× 12 7× 16 9× 20 10× 24
1 2 79.8
81.9
3.0%
82.6
3.5%
81.9
2.6%
81.8
2.5%
81.8
2.5%
81.8
2.5%
2 2 88,6
88.9
0.3%
89.4
0.9%
88.6
0%
88.6
0%
88.6
0%
88.6
0%
1 3 225.6
231.7
2.7%
242.4
7.4%
233.7
3.6%
232.0
2.8%
231.5
2.6%
231.4
2.5%
2 3 241.8
243.6
0.7%
256.1
5.3%
244.9
1.3%
243.2
0.6%
242.7
0.4%
242.6
0.3%
1 4 433.4
444.2
2.5%
535.7
23.6%
458.5
5.8%
448.2
3.4%
445.1
2.7%
443.9
2.4%
2 4 455.0
458.4
0.8%
548.9
20.6%
472.5
3.8%
461.1
1.3%
458.0
0.7%
456.9
0.4%
1 5 710.1
718.3
1.2%
1035.4
45.4%
776.4
9.3%
736.4
3.7%
724.2
2.0%
719.4
1.3%
2 5 739.0
733.8
0.7%
1073.4
45.3%
794.0
7.4%
750.3
1.5%
737.8
0.2%
733.1
0.8%
1 6 1036.4
1053.5
1.7%

1254.7
21.1%
1111.1
7.2%
1074.7
3.7%
1060.6
2.3%
2 6 1068.0
1070.0
0.2%

1269.0
18.8%
1126.1
5.4%
1088.8
1.9%
1074.6
0.6%
3 5  1069.3  1195.8 1108.6 1082.8 1073.7
3 4 1150.2
1134.8
1, 3%

1200.3
4.4%
1154.7
0.4%
1141.2
0.8%
1136.3
1.2%
3 6 1249.9
1249.8
0.1%

1415.4
13.2%
1330.5
6.4%
1277.8
2.2%
1259.3
0.8%
êîíå÷íîýëåìåíòíûì ìåòîäîì. Îòìå÷àåì â öåëîì õîðîøåå ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ
ðàñ÷åòà ÌÊÝ, ðåøåíèÿ è ýêñïåðèìåíòà [12℄. Ïðèåìëåìàÿ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðè-
ëîæåíèé òî÷íîñòü (ïîãðåøíîñòü ìåíåå 3%) îáåñïå÷èâàåòñÿ, åñëè â ïîëóâîëíó ðàñ-
÷åòíîé îðìû êîëåáàíèé óêëàäûâàåòñÿ íå ìåíåå ïîëóòîðà ÊÝ. Ïðè ñåòêå 10× 24
îòëè÷èå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà îò ýêñïåðèìåíòà äëÿ òðèíàäöàòè íèçøèõ ÷àñòîò íå
ïðåâûøàåò 2.5% .
Äàëåå ðàññìîòðèì ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ÷åòûðåõ òîíêîñòåííûõ êðèâîëèíåéíûõ
òðóá: Φ0 = 180
◦
, r = 83.5 ìì, r/R = 1/10 , h/r = 1/20 . Ñòåíêè òðóá îáðàçîâà-
íû ïåðåêðåñòíîé ñïèðàëüíîé íàìîòêîé ïîä óãëîì ϕ = ±45◦ , ±60◦ , ±75◦ , 0/90◦
äâóõ ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì âîëîêîí. Êîëè÷åñòâî îäíîíàïðàâëåííûõ ñëîåâ ðàâíî
øåñòè. Ìàòåðèàë  îðãàíîïëàñòèê Kevlar 49/PR-286. Õàðàêòåðèñòèêè óïðóãîñòè:
Eα = 64.1 Ïà, Eβ = 5.38 Ïà, Gαβ = 2.07 Ïà, µαβ = 0.35 . Êàæäûé ñëîé ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå îäíîðîäíîé îðòîòðîïíîé ñðåäû ñ ëèíåéíî óïðóãèìè ñâîéñòâàìè.
Ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ìíîãîñëîéíîãî ïàêåòà ρ=
∑
i
ρihi/h = 1380 êã/ì
3
, ãäå ρi è hi 
ïëîòíîñòü è òîëùèíà i-ãî ñëîÿ.
Óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ñòåíêè êàê ìíîãîñëîéíîãî îðòîòðîïíîãî òåëà, ðàññ÷è-
òàííûå ñ ïðèìåíåíèåì ñòðóêòóðíîé ìîäåëè [7℄, ïðèâåäåíû â òàáë. 2. ðàíè÷íûå
óñëîâèÿ îòðàæàþò óñëîâèÿ ïðÿìîé ñèììåòðèè (ðèñ. 1): â ñå÷åíèè s = 0 ïåðåìåùå-
íèÿ óçëîâûõ òî÷åê u = 0 , â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè θ = 0 è θ = pi ïåðåìåùåíèÿ
v = 0 .
Â òàáë. 3 ïðåäñòàâëåíû ïÿòü íèçøèõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò â çàâèñèìîñòè îò óã-
ëîâ àðìèðîâàíèÿ ±ϕ . Â ÷èñëèòåëå ïðèâåäåíû äàííûå ðàñ÷åòîâ ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ
(ïðè ñåòêå M = 20 è N = 100), â çíàìåíàòåëå  ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêîãî
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Òàáë. 2
Óãîë àðìèðîâàíèÿ ϕ E1, Ïà E2, Ïà G12, Ïà µ12 µ21
±45
◦
7.447 7.447 16.559 0.799 0.799
±60
◦
5.175 21.555 12.970 0.328 1.366
±75
◦
5.242 51.857 5.942 0.097 0.960
0/90◦ 34.998 34.998 2.070 0.054 0.054
Òàáë. 3
ϕ
Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû, ö
f1 f2 f3 f4 f5
33.4/ 425.6/ 869.1/ 1587.5/ 2552.5/
±45
◦
42.1 595.0 960.0 1632.6 2555.1
(20.7%) (28.4%) (9.5%) (2.8%) (0.1%)
33.1/ 470.2/ 1141.4/ 2148.3/ 3474.7/
±60
◦
40.1 527.6 1164.8 2158.5 3462.1
(17.4%) (10.9%) (2.0%) (0.5%) (0.4%)
34.6/ 543.8/ 1358.0/ 2555.6/ 4107.0/
±75
◦
35.8 549.6 1372.0 2591.8 4176.8
(3.4%) (1.1%) (1.0%) (1.4%) (1.6%)
53.1/ 728.7/ 1232.1/ 2068.5/ 3199.0/
±0/90◦ 55.0 776.8 1252.1 2131.3 3335.7
(3.5%) (6.2%) (1.6%) (2.9%) (4.1%)
Òàáë. 4
Φ0
Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû, ö
f1 f2 f3 f4 f5
5
◦
41.0 463.3 877.1 1361.3 1937.3
90
◦
39.4 483.5 887.9 1368.2 1942.2
135
◦
37.8 507.5 901.2 1376.9 1948.3
180
◦
35.8 539.3 919.3 1389.0 1956.9
ðåøåíèÿ (16), ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì âðàùåíèÿ ßêîáè (ïðè ε = 0 è µ = 0).
Îòìåòèì, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì óãëîâ àðìèðîâàíèÿ ±ϕ ñïåêòð ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò
âîçðàñòàåò. åçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â öåëîì ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííû-
ìè ðàñ÷åòà êîíå÷íîýëåìåíòíûì ìåòîäîì. Íàèáîëüøåå ðàçëè÷èå â ðåçóëüòàòàõ (äî
28.4%) íàáëþäàåòñÿ ïðè óãëàõ àðìèðîâàíèÿ ϕ = ±45◦ , ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ, î÷åâèäíî,
ïîãðåøíîñòÿìè ïîëóáåçìîìåíòíîé ìîäåëè îáîëî÷êè.
3. Ïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëèç
Íà îñíîâàíèè ðåøåíèÿ (16) ðàññìîòðèì ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ìíîãîñëîé-
íûõ êðèâîëèíåéíûõ òðóá ïîä äåéñòâèåì ïóëüñèðóþùåãî äàâëåíèÿ (1). Ïàðàìåòðû
òðóá: r = 83, 5 ìì, r/h = 60 , ϕ = ±75◦ , L = 2.623 ì, Φ0 = 5◦ , 90◦ , 180◦ (ñîîò-
âåòñòâåííî r/R = 1/360 , 1/20, 1/10). Âíóòðåííåå äàâëåíèå pm = 0.5 ÌÏà. Òðóáû
èçãîòîâëåíû èç îðãàíîïëàñòèêà Kevlar 49/PR-286, õàðàêòåðèñòèêè óïðóãîñòè êî-
òîðîãî ïðèâåäåíû â òàáë. 2.
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èñ. 2. Îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè â çàâèñèìîñòè îò óãëà Φ0
Â òàáë. 4 ïðèâåäåíû ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ íèçøèõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò â çàâèñè-
ìîñòè îò ïàðàìåòðà êðèâèçíû r/R (óãëà èçãèáà Φ0 ). Èç òàáëèöû âèäíî, ïðè óâå-
ëè÷åíèè êðèâèçíû òðóáû ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà f1 , ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáîëî÷å÷íî-
ñòåðæíåâîé îðìå êîëåáàíèé, óìåíüøàåòñÿ, à âûñøèå ÷àñòîòû f2 , f3 , f4 , f5 ,
ñîîòâåòñòâóþùèå îáîëî÷å÷íûì îðìàì, íàîáîðîò, óâåëè÷èâàþòñÿ.
Íà ðèñ. 2 íà ïëîñêîñòè p0/pm , Ω/2ω1 ïîêàçàíû êàðòèíû îáëàñòåé äèíàìè÷åñêîé
íåóñòîé÷èâîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ãëàâíûì ïðîñòûì 2ω1 , 2ω2 , 2ω3 , 2ω4 , 2ω5 è
êîìáèíàöèîííûì ðåçîíàíñàì ñóììàðíîãî òèïà ω1 +ω2 , ω1 +ω3 , ω1 +ω4 , ω1 +ω5 ,
ω2 + ω4 , ω3 + ω5 (îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè çàøòðèõîâàíû).
Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç êàðòèí ðèñ. 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåò-
ðà êðèâèçíû r/R (ïðè ¾ðàçãèáàíèè¿ òðóáû) îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè ñìåùàþòñÿ
â ñòîðîíó ìåíüøèõ çíà÷åíèé Ω/2ω1 , îòíîñèòåëüíàÿ øèðèíà ïîëîñ óìåíüøàåòñÿ.
Ïðè Φ0=5
◦
îáëàñòè ãëàâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà 2ω1 è êîìáèíàöèîííî-
ãî ðåçîíàíñà ω1 + ω2 , ñâÿçàííûå ñ âîçáóæäåíèåì îáîëî÷å÷íî-ñòåðæíåâîé îðìû
êîëåáàíèé, ñòÿãèâàþòñÿ â óçêèå ïîëîñû (ïðàêòè÷åñêè â ëèíèè). Â ïðåäåëå, ïðè
ïåðåõîäå ê ïðÿìîé òðóáå, êîìáèíàöèîííûå ðåçîíàíñû, âêëþ÷àþùèå ïàðíîå âçàè-
ìîäåéñòâèå ñîáñòâåííûõ îðì, èñ÷åçàþò. Ñîõðàíÿþòñÿ ëèøü ïðîñòûå ïàðàìåòðè-
÷åñêèå ðåçîíàíñû 2ω2 , 2ω3 , 2ω4 , 2ω5 , õàðàêòåðíûå äëÿ òîíêîñòåííîé öèëèíäðè-
÷åñêîé îáîëî÷êè [13℄.
Íà ðèñ. 3 äëÿ òðåõ ìíîãîñëîéíûõ êîìïîçèòíûõ îáðàçöîâ ñ ïàðàìåòðàìè: L =
= 2.623 ì, r = 83.5 ìì, r/h = 20 , Φ0 = 180
◦
, pm = 0.5 ÌÏà ïîñòðîåíû îáëàñòè
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èñ. 3. Îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè â çàâèñèìîñòè îò óãëà àðìèðîâàíèÿ ±ϕ
Òàáë. 5
pm,
ÌÏà
Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû, ö
f1 f2 f3 f4 f5
0.5 35.8 539.3 919.3 1389.0 1956.9
1.5 38.8 818.4 1408.0 2039.3 2733.8
äèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè â çàâèñèìîñòè îò óãëîâ àðìèðîâàíèÿ ϕ = ±45◦ ,
±60◦ è ±75◦ . Çàêëþ÷àåì, ÷òî óâåëè÷åíèå óãëîâ àðìèðîâàíèÿ ±ϕ âûçûâàåò óäàëå-
íèå ðåçîíàíñíûõ ïîëîñ äðóã îò äðóãà è ñìåùåíèå èõ â ñòîðîíó áîëüøèõ çíà÷åíèé
Ω/2ω1 . Èíòåðâàëû ÷àñòîò, ñîîòâåòñòâóþùèå ãëàâíûì ïðîñòûì ðåçîíàíñàì 2ω2 ,
2ω3 , 2ω4 , 2ω5 è ñóììàðíîìó êîìáèíàöèîííîìó ðåçîíàíñó ω1 + ω2 , ðàñøèðÿþòñÿ,
à ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì îòíîøåíèè p0/pm ñëèâàþòñÿ.
Â òàáë. 5 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ íèçøèõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ìíîãîñëîéíîé òðóáû
ñ ïàðàìåòðàìè: r = 83.5 ìì, L = 2.623 ì, h/r = 1/60 , ϕ = ±75◦ , Φ0 = 180◦ â
çàâèñèìîñòè îò ñîñòàâëÿþùåé äàâëåíèÿ pm . Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå
ñîñòàâëÿþùåé äàâëåíèÿ pm îáóñëîâëèâàåò âîçðàñòàíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò.
Êàðòèíà ðåçîíàíñíûõ ïîëîñ, ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 4, ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì,
÷òî ñ ïîâûøåíèåì ñîñòàâëÿþùåé äàâëåíèÿ pm îáëàñòè äèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâî-
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èñ. 4. Îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè â çàâèñèìîñòè îò ñðåäíåãî äàâëåíèÿ pm
èñ. 5. Îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè â çàâèñèìîñòè îò äåìïèðîâàíèÿ
ñòè ñìåùàþòñÿ â ñòîðîíó áîëüøèõ çíà÷åíèé Ω/2ω1 . Ïîëîñû ðåçîíàíñîâ óäàëÿþòñÿ
äðóã îò äðóãà, îòíîñèòåëüíàÿ øèðèíà ïîëîñ óìåíüøàåòñÿ. Ïðè äàâëåíèè pm =
= 1.5 ÌÏà ñóììàðíûå êîìáèíàöèîííûå ðåçîíàíñû ω3 +ω5 è ω2 +ω4 ïðàêòè÷åñêè
èñ÷åçàþò. Òàêèì îáðàçîì, ñîñòàâëÿþùàÿ âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ pm (â îòëè÷èå îò
íàðóæíîãî) ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçèðóþùèì àêòîðîì, ïðåïÿòñòâóþùèì ðàçâèòèþ ïà-
ðàìåòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ.
Íà ðèñ. 5 äëÿ òðóáû: r = 83.5 ìì, L = 2.623 ì, h/r = 1/60 , ϕ = ±75◦ , Φ0 =
= 180◦ , pm = 0.5 ÌÏà ïîêàçàíî âëèÿíèå äåìïèðîâàíèÿ. Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè
íàíåñåíû ãðàíèöû îáëàñòåé äèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ïðè ξ = 4.78 · 10−6 ,
øòðèõîâûìè  ïðè ξ = 0 .
Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî äàæå ñëàáîå äåìïèðîâàíèå îêàçûâàåò çàìåòíîå âëèÿ-
íèå íà êàðòèíó ðåçîíàíñíûõ ïîëîñ. Ýòî âëèÿíèå èìååò ïðîòèâîðå÷èâûé õàðàêòåð.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, äåìïèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçèðóþùèì àêòîðîì: ðàçìåðû
îáëàñòåé íåóñòîé÷èâîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ãëàâíûì ïðîñòûì ïàðàìåòðè÷åñêèì
ðåçîíàíñàì, ñîêðàùàþòñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàáëþäàåòñÿ îáðàòíûé, äåñòàáè-
ëèçèðóþùèé ýåêò. Ñ óâåëè÷åíèåì äåìïèðîâàíèÿ óñèëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó
ñîáñòâåííûìè îðìàìè êîëåáàíèé, îáëàñòü êîìáèíàöèîííîãî ðåçîíàíñà ω1 + ω2
çàìåòíî ðàñøèðÿåòñÿ.
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èñ. 6. Êðèòè÷åñêèå êîýèöèåíòû ïóëüñàöèé ψ∗j è ψ
∗
ij â çàâèñèìîñòè îò îòíîñèòåëüíîãî
äåìïèðîâàíèÿ ξ
Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè îñåñèììåòðè÷íûõ îðì êîëåáàíèé ñèñòåìû ñ äåìïèðî-
âàíèåì íàñòóïàåò ïðè àìïëèòóäàõ ïóëüñàöèé äàâëåíèÿ, áîëüøèõ íåêîòîðîãî ìè-
íèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Ýòî çíà÷åíèå íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîãî. Íà ðèñ. 6 ïðåä-
ñòàâëåíû çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêèõ êîýèöèåíòîâ ïóëüñàöèé ψ∗j = (p0/pm)
∗
j è
ψ∗ij = (p0/pm)
∗
ij îò îòíîñèòåëüíîãî äåìïèðîâàíèÿ ξ . Êîýèöèåíòû ψ
∗
j è ψ
∗
ij
ðàññ÷èòàíû ïî íàèìåíüøèì (êðèòè÷åñêèì) çíà÷åíèÿì êîýèöèåíòîâ âîçáóæäå-
íèÿ µ∗j = 2εj/f
∗
jj è µ
∗
ij = 2
√
εiεj/|f∗ijf∗ji| (i, j = 1, 2, . . . , k) .
Èç ãðàèêîâ âèäíî, ÷òî âëèÿíèå äåìïèðîâàíèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ òåì ñèëüíåå, ÷åì
âûøå ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé. Â óñëîâèÿõ íîìèíàëüíîãî ðåæèìà ðàáîòû
êîìïîçèòíîãî òðóáîïðîâîäà (p0/pm ≤ 0.2) ðåàëüíóþ îïàñíîñòü ïðåäñòàâëÿþò ïà-
ðàìåòðè÷åñêèå ðåçîíàíñû â îáëàñòè íèçøèõ ÷àñòîò âîçáóæäåíèÿ: 2ω1 , 2ω2 , 2ω3 è
ω1 + ω2 .
Çàêëþ÷åíèå
åøåíà çàäà÷à î ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ìíîãîñëîéíûõ êðèâîëèíåéíûõ
êîìïîçèòíûõ òðóá ïîä äåéñòâèåì ïóëüñèðóþùåãî âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ. Ïðè ïî-
ìîùè ïîëóáåçìîìåíòíîé òåîðèè àíèçîòðîïíûõ ñëîèñòûõ îáîëî÷åê è óðàâíåíèé Ëà-
ãðàíæà ïîñòðîåíà ðàñ÷åòíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü. Âûïîëíåíà îöåíêà òî÷íîñòè
ìîäåëè. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàñ÷åòíûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííûìè
ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ.
Ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà óñòàíîâëåíû ãðàíèöû îáëàñòåé äèíàìè÷åñêîé
íåóñòîé÷èâîñòè. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé òîí-
êîñòåííûõ êðèâîëèíåéíûõ òðóá ÿâëÿåòñÿ âîçíèêíîâåíèå, íàðÿäó ñ ïðîñòûìè ðå-
çîíàíñàìè, êîìáèíàöèîííûõ ðåçîíàíñîâ ñóììàðíîãî òèïà. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå
ïàðàìåòðîâ êîìïîçèòíîé òðóáû íà êàðòèíó ðåçîíàíñíûõ ïîëîñ. Óñòàíîâëåíû ñëå-
äóþùèå çàêîíîìåðíîñòè:
• Ïðè óìåíüøåíèè êðèâèçíû îñè òðóáû îáëàñòè âîçáóæäåíèÿ ïàðàìåòðè÷å-
ñêèõ ðåçîíàíñîâ ñìåùàþòñÿ â ñòîðîíó ìåíüøèõ çíà÷åíèé Ω/2ω1 , îòíîñèòåëüíàÿ
øèðèíà ïîëîñ óìåíüøàåòñÿ. Â ïðåäåëå, ïðè ïåðåõîäå ê ïðÿìîé òðóáå, êîìáèíàöèîí-
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íûå ðåçîíàíñû, âêëþ÷àþùèå ïàðíîå âçàèìîäåéñòâèå ñîáñòâåííûõ îðì, èñ÷åçàþò.
Â ñèñòåìå ñîõðàíÿþòñÿ ëèøü ïðîñòûå ïàðàìåòðè÷åñêèå ðåçîíàíñû.
• Óâåëè÷åíèå óãëà àðìèðîâàíèÿ ±ϕ âûçûâàåò óäàëåíèå îáëàñòåé íåóñòîé÷èâî-
ñòè äðóã îò äðóãà è ñìåùåíèå èõ â ñòîðîíó áîëüøèõ çíà÷åíèé Ω/2ω1 . Èíòåðâàëû
÷àñòîò, ñîîòâåòñòâóþùèå ãëàâíûì ïðîñòûì è ñóììàðíîìó êîìáèíàöèîííîìó ðåçî-
íàíñó, ðàñøèðÿþòñÿ.
• Ñ ïîâûøåíèåì ñðåäíåãî äàâëåíèÿ pm îáëàñòè âîçáóæäåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ
ðåçîíàíñîâ ñìåùàþòñÿ â ñòîðîíó áîëüøèõ çíà÷åíèé Ω/2ω1 . Ïîëîñû ðåçîíàíñîâ
óäàëÿþòñÿ äðóã îò äðóãà, îòíîñèòåëüíàÿ øèðèíà ïîëîñ óìåíüøàåòñÿ. Òàêèì îáðà-
çîì, ïîñòîÿííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçèðóþùèì
àêòîðîì, ïðåïÿòñòâóþùèì ðàçâèòèþ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ.
• Äåìïèðîâàíèå îêàçûâàåò çàìåòíîå âëèÿíèå íà êàðòèíó ðåçîíàíñíûõ ïîëîñ.
Ýòî âëèÿíèå íîñèò ïðîòèâîðå÷èâûé õàðàêòåð. Ñ îäíîé ñòîðîíû, äåìïèðîâàíèå
ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçèðóþùèì àêòîðîì. àçìåðû îáëàñòåé íåóñòîé÷èâîñòè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ãëàâíûì ïàðàìåòðè÷åñêèì ðåçîíàíñàì, ñîêðàùàþòñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
íàáëþäàåòñÿ îáðàòíûé, äåñòàáèëèçèðóþùèé ýåêò. Îí ïðîÿâëÿåòñÿ â óñèëåíèè
ñâÿçè ìåæäó ñîáñòâåííûìè îðìàìè è ðàñøèðåíèè îáëàñòè êîìáèíàöèîííîãî ðå-
çîíàíñà ω1 + ω2 .
Summary
A.V. Korotkov, Yu.A. Kulikov. Parametri Vibrations of Thin-Walled Curved Pipes Made
of Reinfored Plastis.
The artile deals with the problem of parametri vibrations of thin-walled urved pipes
under internal pulsating pressure. On the basis of semi-momentless theory of anisotropi
laminated shells and Lagrange's equations a onneted system of homogeneous dierential
equations with periodi stiness oeients has been developed. A alulation of natural
modes and frequenies has been arried out. The results of the analytial solution have been
ompared with the data of FEM alulations and experiments. Using the small parameter
method the boundaries of parametri exitation regions have been alulated. The disposition
of resonane bands of the main simple and ombinational parametri resonanes has been
analyzed depending on the onstant pressure omponent, as well as the strutural, geometri
fators and damping.
Key words: parametri vibrations, urved pipe, multilayer reinfored plasti, natural
modes and frequenies, dynami stability, parametri resonanes.
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